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Rezumat
In aceasta lucrare este evidentiata importanta formulelor de calcul aproximativ la rezolvarea problemelor
de mecanica. Pentru exemplificare s-au rezolvat trei probleme in care apar formulele de calcul aproximativ.

Cuvinte cheie
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1. Intoducere

in stiintd, o formuld este un mod simbolic si concis de a exprima informatie, ca in cazul formulelor
matematice.

In matematica , un calcul este o operatie sau un set de operatii efectuate pe cantitati. Initial aceste cantitati
erau numere, dar dezvoltarea instrumentelor matematice si a abstractizarii face acum posibila efectuarea de calcule
pe obiecte mai complexe (functii, vectori, propozitii). Ulterior, informatica a facut posibila efectuarea de calcule
pe o varietate de date formale in mod fluent, iar calculul a devenit un obiect de studiu in teoria calculabilitatii.

,»Cuvantul calcul, insusi simbolul erei noastre stiintifice si tehnice, deriva din cuvantul latin calculus care
inseamna pietricicd micd ” . Aceste pietre mici sunt la originea unuia dintre cele mai vechi sisteme de contabilitate
descoperite astdzi. Utilizarea pietricelelor pentru a simboliza masuratori de oameni, animale sau cereale si pentru
a efectua adunari si scaderi este fundamentald in dezvoltarea calculului matematic. Primul instrument de calcul
silentios si simbolic, este precursorul unei intregi familii de ajutoare de calcul care sunt diagramele.

Un calcul este exact atunci cand rezultatul furnizat nu difera in niciun fel de rezultatul cdutat. Calculul unei
sume, diferente sau produse se poate face cu exactitate daca valorile initiale sunt corecte si dimensiunea numarului
nu depéseste capacitatea de calcul. Pe de alta parte, este frecvent ca calculul unui coeficient sau al unei radacini sa
conduca doar la o valoare aproximativa . Vorbim apoi de calcul aproximativ. De multe ori se cauta sa se asigure,
cu rezultatul aproximativ, o crestere a erorii comise. De exemplu, 7/3 este aproximativ egal cu 2,33 cu o eroare
implicitd mai mica de 0,01 sau altfel & este aproximativ egal cu 256/81. Calculul aproximativ al w a fost cunoscut
egiptenilor din xvii - lea lea 1.Hr.. AD . Anumite calcule de suprafata si volum pot fi efectuate numai in valori
aproximative.

Calculul aproximativ apare foarte devreme in istoria calculului. Acesta este responsabil pentru crearea de
tabele numerice de valori aproximative: Tabelul de sinusuri din India si printre matematicieni limba araba, tabel
de logaritmi in Europa n xvii - lea secol. Este un obiect de studiu in Europa de la xvii E secol odata cu dezvoltarea
functiilor in serii intregi , si cercetarea valorilor apropiate de zero a unei functii. Raméane foarte actual si legat de
capacititile de calcul ale computerelor.

In matematicd, o expresie sau expresie matematici este o combinatie finita de simboluri, bine formata dupa
reguli care depind de context. Simbolurile matematice pot desemna numere (constante), variabile, operatii, functii,
paranteze, punctuatie si grupare pentru a ajuta la determinarea ordinii operatiilor si alte aspecte ale sintaxei
matematice.

Multi autori disting o expresie de o formula, prima definind un obiect matematic, iar a doua o afirmatie
despre obiecte matematice. De exemplu, 8x-5 este o expresie, in timp ce 8x-5 > 5x-8 este o formula. Un alt aspect
apare In matematica modernd, in special in calculul formal, unde formulele sunt privite ca expresii care pot fi
evaluate prin valoare de adevar adevarate sau false, in functie de valorile variabilelor care apar in expresii. De
exemplu 8x-5 > 5x-8 este falsd daca x are o valoare mai mica decat —1 si adevdrata in caz contrar.

in logica si matematici , o formula este o serie finitd de obiecte, dotate cu proprietati particulare care fac
posibila sintaxa in toate aceste cAmpuri.

2. Formulele de calcul aproximativ
Rezolvarea oricarei probleme de fizica porneste, in primul rand, de la clarificarea faptului care din fenomene
fizice descrise in problema joaca un rol principal si care — un rol secundar. Neglijarea fenomenelor secundare
conduce nemijlocit la neglijarea marimilor fizice relativ mici, adicd la calcule aproximative. Cunoasterea


mailto:sebastianradu.cojocaru@gmail.com

formulelor de calcul aproximativ si abilitarea folosirii acestora reduc cu mult calculele. Din cursul de matematica
se cunoaste ca expresia (1 + n)™ pentru |x| < 1 poate fi prezentatd in forma :

1+n)"=1+nx+ n(:;l)xz + n(n—1.12).(:—2)x3 + oo )]
Aici n reprezintd orice numar real. Pentru n natural aceastd suma se descompune in termeni cu puterea n,
iar formula obtinuta se numeste formula lui Newton. Aceasta are urmédtoarea expresie:
b\" b -1) (b)?
(a+b)”=a"(1 +—) =a"(1+n—+n(n 1)(—) +) ()
a a 1-2 a
Daci |b| < |a|, componentele care contin raportul b/a la puterea a doua si mai sus pot fi neglijate si ne
putem limita doar la primii doi termeni:
b\™ b
(a+b)"=a"(1+;) =a” (1+n;). 3)
Ce greseald se comite la utilizarea acestei formule aproximative? Pentru evaluare se poate considera ca
greseala este egald cu termenul al treilea a descompunerii obtinute.
La rezolvarea problemelor de fizica, deseori, sunt admise erori de calcul de aproximativ 1 %. Din relatia
(3) se poate determina valoarea maxima a raportului b/a, pentru care exactitatea calcului se incadreaza in limitele
admisibile.
Formulele pentru calculele aproximative a valorilor functiilor trigonometrice, de asemenea, sunt simple
si confortabile. Dacd unghiul a, exprimat in radiani, este mic, atunci putem face urmatoarele aproximatii:

sina = «a @)
tg ~a ()
cosa = 1. 6)

Calculele arata ca erorile nu depasesc 1 % daca unghiul o satisface urmatoarele conditii:
a < 23°(= 0,40 rad) pentru sin a,
a < 18°(= 0,31 rad) pentru tg a,
a < 8°(= 0,14 rad) pentru cos a,
In fizica frecvent se utilizeaza functia exponentiald y = a*. Pentru valori mici ale lui x se indeplineste egalitatea
aproximativa:
Iga

X ~ —_—
a* =1+ 043" 7

2. Exemple de aplicatii care se rezolva cu ajutorul formulelor de calcul aproximativ
2.1. Un corp aluneca pe un plan inclinat, ce formeaza unghiul o = 70° fata de orizont. Determinati acceleratia
corpului, daca coeficientul de frecare a corpului cu planul inclinat p =0,03.
Rezolvare :
Asupra corpului, ce se misca pe planul inclinat, actioneaza trei forte: forta de greutate G orientatd vertical
in jos, forta de frecare ﬁ'f, orientatd 1n sus pe planul inclinat, si forta de reactiune normala N perpendiculara la
planul inclinat (fig. 2).

Fig. 1. Corp pe planul inclinat

Scriem ecuatia vectoriald a miscarii:

Fr+G+N=md ®)
Proiectam fortele pe axele de coordonate OX si OY si obtinem doua ecuatii scalare:

mgsina — Fy = ma, )]

N —mgcosa =0 (10)

Tinédnd cont ca :
Fr = uN (11)



dupa mai multe transformari, obtinem:
a = g(sina — pucosa) (12)
Deoarece o < 80 putem folosi formulele de aproximare (5) si (7). Considerat cos ¢ =~ 1 gi sin a = a =
6—70rad ~ 0,12 rad, obtinem:

m m
a=98(012-0,03) =88 (13)

2.2 Cu cate procente se va modificd forta de greutate a unui corp odata cu ridicarea acestuia la inaltimea
h =1 km deasupra Pamantului? Se considera Raza Pamantului R = 6400 km.
Rezolvare :
Forta de greutate a corpului de masa m la suprafata Pamantului este :

mM
FO =K F (14)
unde K este constanta gravitationala, iar M — masa Pamantului.

Pe masurd ce ne indepartam de la suprafata Pamantului forta de greutate a corpului se micsoreaza si la

inaltimea h este :
mMm

F=K 5 (15)
(R+h)
Variatia relativa a fortei de greutate este :
F-F _ . F _ . R* . 1 _ . EZ
A o1-f=1-s=1 o 1-(1+2), (16)
Deoarece 4 < R rezulta ca h/R < 1 si folosind formula (3), obtinem :
Fo-F _ + (4 _oh\ _ oh
=1 (1 zR)_zR (17)
Facand calculele, obtinem:
F"F‘F =~ 0,0003 = 0,03% (18)
0

2.3 In teoria relativitatii energia cinetica a particulei E, se exprima prin relatiaE; = E — E,, unde E este
energia totala a particulei, iar E, este energia de repaus a particulei. Demonstrati ca, daca viteza particulei v« ¢
(unde ¢ este viteza luminii in vid), energia cinetica este aproximativ egald cu myv?/2 /2, unde m, este masa de
repaus a particulei.

Rezolvare :
Conform teoriei relativitatii:

Ey = myc? 19)
iar
2
E =mc? =myc?/ |1 - (E) (20)
unde m este masa de migcare a particulei. Rezulta ca:
moc? 2 2 2 v\?\-2
E; = ——= —myc® = myc® = mycC (1—(;))2—1. 2D

Deoarece v «< ¢, adica v/c < 1, rezultd ca v 2 /c2 «< 1 si aplicand formula (3), obtinem:

2 2
E; = myc? (1 +%(v/c)2 - 1) =myc? 2. L =Y (22)

2 c? 2

Concluzii
In concluzie putem spune ca unele concepte si notiuni din matematica le putem aplica si in rezolvarea
problemelor de mecanica dupa cum am vazut si exemplul formulelor de calcul aproximativ.
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Rezumat

Asimilarea cunostintelor prin analogie reprezintd una din modalitatile de mare eficienta. Folosind analogia se poate
patrunde mai profund in tainele cunoasterii. In lucrare se prezinta prin analogie doud fenomene, unul din electrotehnica
si celdlalt din mecanica.

Cuvinte cheie
Analogie, electrotehnica, mecanica.

1. Introducere

Analogia este una din metodele stiintifice de cunoastere. La baza analogiei st comparatia. In cazul in care este
evident ca doud sau mai multe fenomene, obiecte, se aseamana, prin comparare, se face asemanarea intre alte componente.
Compararea prin analogie poate fi atit adevarata, cat si falsa. Valoarea analogiei este mare, deoarece creste nivelul teoretic
de prezentare. in practicd, analogia este folositd, in special, pentru a explica concepte si legi dificile, deja introduse.
Alegerea analogiilor presupune atentie si precautie. Se cunosc foarte multe analogii nestiintifice, bazate numai pe
asemanarea exterioara si care nu numai ca reflecta gresit esenta fenomene lor, dar le si deformeaza.

in continuare vom prezenta fenomenele ce se compard prin analogie, unul din electrotehnici si celalalt din
mecanica.

2. Fenomenul electric
Sa presupunem ca ni se dau doud condensatoare electrice de capacitati diferite (Ci # €, ), care se incarci la tensiuni
electrice diferite (U # Us). Dupi incircare, condensatoarele sunt deconectate de la sursele de tensiune si se conecteaza

in paralel. Ceea ce ne propunem sa determindam este energia pierdutd (AW, dupa conectarea in paralel a
condensatoarelor.

Deoarece Ui #U, | la conectarea in paralel a condensatoarelor se pierde o cantitate de energie prin conductie
(deplasarea electronilor) care se disipd in mediul exterior sub formda de caldurda (efect Joule in conductoarele de
conexiune).

Energia celor doud condensatoare, Inainte de conectarea lor in paralel, este:

1
W, :E(C1U12+C2U§), (1)
Energia condensatoarelor, dupa conectarea lor in paralel, este:
1
WZ:E(C1+C2)U2, 2)

in care U este tensiunea comuna la bornele condensatoarelor dupa conectarea in paralel.

Pentru a determina tensiunea U utilizam legea conservarii sarcinii electrice.

Legea conservarii sarcinii electrice stabileste o legatura intre sarcina electricd dintr-o suprafatd inchisa S si
intensitatea curentului electric prin suprafati. In regim electrostatic, daca suprafata inchisi S formeaza un sistem izolat,
atunci sarcina electrica din interiorul sistemului izolat este constanta.

In forma integral legea conservarii sarcinii electrice se enunti astfel: intensitatea curentului electric de conductie
total is care iese printr-o suprafatd inchisa S oarecare este in fiecare moment egala si de semn contrar cu derivata sarcinii
electrice adevarate Qs (din interiorul suprafetei) in raport cu timpul.

Inseamni ca exista o variatie a sarcinii electrice adevarate din interiorul unei suprafete inchise S numai daci exista
un transport de sarcind (curent electric) prin suprafata S.

Astfel avem:

U, +CU, =(C1 +C2)U’ (3)

din care:
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U, +CU,
U= C , “4)
1 + C2
Inlocuind (4) in (2) se obtine:
(U, +cU,)

SEREIGECV ¥

Utilizand (1) si (5) determinam pierderea de energie AW, =W, =W, .
2
_ GG, (U, -U,) ©
‘ 2(C,+Cy)

Luand in considerare faptul ca GG/ (C1 +C, ) =C, in care C,, este capacitatea electrica echivalenta a celor doua
condensatoare conectate in serie, relatia (6) se mai poate pune sub forma:

C
AW, = 25 (Ul _Uz)za 7

Este evident c in cazul in care Ui =U, | pierderea de energie este nula. In situatia in care unul din condensatoare
este descarcat (U1 =00 sau U, =0 din (7) rezulta:

cU;! CU;
AW, = "2 sau AW, = ‘2 ,

®)

3. Fenomenul mecanic
In cele ce urmeazi, vom arita, ca intre studiul pierderii de energie in cazul celor doui condensatoare si in cazul
pierderii de energie a doud corpuri care se ciocnesc perfect plastic, exista o analogie perfecta.
Ciocnirea este fenomenul mecanic ce consta In interactiunea a doud sau mai multe corpuri Intr-un interval de timp
foarte mic, At—0.
Ciocnirea plastica este ciocnirea in care in urma interactiunii corpurile devin solidare, continuand sa se miste
impreund ca un singur corp, ansamblu.

Presupunem deci doud corpuri (de exemplu doua bile) de mase diferite (74 # ™, ) si viteze diferite (V1 # V2) care
se ciocnesc centric si in linie dreapta.

Vitezele fiind de sens iar ciocnirea fiind perfect plastica, se pune problema determindrii pierderii de energie in
urma ciocnirii.

Intr-adevir, in urma ciocnirii celor doud corpuri, o parte din energia lor initiald se pierde ca urmare a lucrului
mecanic consumat in deformarea plastica ca prin caldura degajatd in mediul exterior ca urmare a frecarilor in procesul
deformarii plastice.

Energia celor doua corpuri 1nainte de ciocnire era:

1 1
I/Vl,:Emlvl2 +5m2V§, (1’)

Energia sistemului celor doua corpuri dupa ciocnire este:

2 ’
) ()
in care v este viteza comuna a celor doua corpuri dupa ciocnirea lor plastica.

Deoarece impulsul mecanic se conserva in orice ciocnire rezultd ca pentru a determina viteza v utilizdm legea
conservarii impulsului:

WZ':%(m] +my)v

mv, +m2\72:(m|+m2)17, 3"
Ciocnirea fiind dreapta, din (3') rezulta:
N +m,v, )
m+m, °’

Substituind (4') in (2') se obtine:
/ (mlvl +m,v, )2

W, =——"—"7— (5’)

2(m +m, )
Utilizand relatiile (1') si (5') determinam pierderea de energie AW, =W'-W,.

AW = m,m, (Vl e )2

m =

, (6"

In ciocnirea plastica, energia cineticd a corpurilor nu se mai conserva, deoarece o parte din energia cinetica initiala
se transforma 1n caldura, Q, rezultat al lucrului mecanic de deformatie.

2(m, +m,)



(ml +m2)v2 myv;  m,v; _mym, (vl -V, )2

" 2 2 2 2(m +my,) ®
Daca notam masa redusd a doud corpuri cu m,, care este 0 medie armonica a celor doud mase:
1 1 1 m;m,
P e il S (10)
m, m m, m, +m,

Notam cu v.; = v; — v, viteza relativa a corpului / fatd de corpul 2, obtinem formula mai concentrata a caldurii cu
urmatoarea expresie:

Q, (10)

Din (6'") rezulta cd dacd V1 = V2, pierderea de energie este nula (AWm =0 ). In situatia in care unul din corpuri se
afla n repaus (v; = 0 sau v; = 0) din (6') rezulta:

AW — ml m2V12 — ( 7, )
m m
2(m1+m2) 2(m|+m2)’
Analizand comparativ relatiile (1) ... (6) cu relatiile (1') ... (6') se constata o analogic perfecta:
AW, &AW, C,om, C, < m,
U ey, Uyeov, Usy
Deci tensiunile electrice sunt analoage cu vitezele, iar capacitatile electrice cu masele corpurilor ce se ciocnesc
plastic.
Legea conservarii sarcinii electrice este analoaga legii conservarii impulsului.
O lege de conservare afirma ca o anumita proprietate masurabild a unui sistem fizic izolat nu se schimba atunci
cand sistemul evolueaza.
Prin analogie putem considera o ,,masa echivalenta serie":
ml m2 Cl C2
3 = Pans s = —
m +m, C +C,
Tot asa se poate defini o masa echivalenta paralel:
m,=m+m, < C,=C+C,
Conchidem prin a preciza ca analogia este folosita cu succes In cercetarea stiintifica In general cu rezultate dintre
cele mai surprinzatoare.

Concluzii
Asimilarea cunostintelor prin analogie reprezinta una din modalitatile de mare eficientd, in masura in care se
dispune de materiale necesare si se evita analogiile negative. Folosind analogia se poate patrunde mai profund in tainele
cunoasterii. Eficacitatea maxima pentru utilizarea analogiei este atunci cand avem posibilitatea de a verifica si matematic
unele legitati, fenomene si probleme. Implica o dezvoltare mai complexa a capacitatilor de gandire si sporeste interesul
fata de studiul mecanicii si al stiintelor, in general.
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Rezumat

Structurile metalice portante, elementele metalice de rezistentd pe care sunt dispuse organele de lucru si
mecanismele de actionare ale utilajelor miniere de micd sau mare capacitate sunt realizate prin sudarea elementelor sau
prin imbinari cu suruburi si sunt supuse actiunii unor forte sau cupluri care constituie sarcinile utile. Deoarece structurile
utilajelor sunt structuri complexe mixte (in special din bare, placi, cabluri) care au legéturi interioare §i exterioare,
incarcari complexe si comportari diferite ale materialelor constitutive, analiza si proiectarea structurald se face pe un
model structural simplificat. Ca studiu de caz am realizat analiza cu element finit a structurii portante a bratului roti
portcupe a excavatorului tip ERc 1400-30/7 punand in evidenta deformatiile globale ale structurii bratului rotii portcupe
precum si tensiunile pe elementele portante. Din analiza deplasérilor globale si a tensiunilor echivalente se obtin informatii
despre deformarile elementelor componente si a starii de tensiuni.

Cuvinte cheie
structurd metalica portanta, coeficientul incarcarilor, brat roata portcupe, deformatii globale, tensiunea echivalenta

1. Introducere

Determinarea parametrilor de raspuns, care sa satisfaca ecuatiile de guvernare ale unei structuri portante (ecuatia
operationald si conditiile la limita aferente), se poate face prin trei tipuri de metode (Vilceanu, 2018):

- Metoda analitica (clasicd) - solutie de forma inchisa;

- Metoda numerica - Metoda elementelor finite: liniard, neliniara, flambaj, termic, dinamica, oboseala;

- Metoda experimentald - masurarea efectivd a anumitor parametri fizici, metode de lucru cea mai
utilizata fiind cea tensometrica.

Echipamentele grele mobile pentru industria miniera, constructii, terasamente necesita utilaje cu mase de lucru
si puteri mari. Astfel excavatoarele tip ERc1400-30/7, excavatoare cu actiune continud figura 1.a sau excavatorul cu
actiune discontinua tip Liebherr R9800, figura 1.b, sunt utilaje mari pentru care calculul analitic clasic ar fi extrem de
greoi.(Dinescu et al, 2019)(Vilceanu et al, 2022)

|

Fig.1 Tipuri de uilaje: a - excavatorul tip ERc1400-30/7
b - excavatorul tip Liebherr R9800

Astfel, se poate observa ca singurele metode pretabile la calculul de rezistenta, calculul de verificare sau testare
sunt: metoda elementului finit, iar in stadiul final, dupa realizarea masinii, metoda tensometrica.

2. Consideratii teoretice
2.1 Incarcari de calcul
Structurile metalice portante, elementele metalice de rezistentd pe care sunt dispuse organele de lucru si
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mecanismele de actionare ale utilajelor miniere de mare capacitate (ERc 1400, SRs 2000, Liebherr R 9800) sau de
capacitate mai mica (buldozere, incarcatoare frontale, autogredere etc.), sunt realizate prin sudarea elementelor sau prin
imbinari cu guruburi.

Acestea sunt supuse actiunii unor forte sau cupluri care constituie sarcinile utile.

Fortele exterioare se clasifica dupa marimea suprafetei pe care actioneaza, si dupa modul de aplicare in timp a
sarcinii (Vilceanu et al, 2022):

- Fortele concentrate (nodale) —reprezinta fortele care se transmit de la un element de constructie sau organ de
masind prin intermediul unei suprafete de contact de dimensiuni foarte mici in raport cu dimensiunile intregului
element, de exemplu, presiunea exercitata de rotile unui tren pe sine

- Fortele distribuite (repartizate) sunt aplicate in mod continuu pe o anumitd lungime sau suprafata
Prin actiune se intelege orice cauza capabila sd genereze stari de solicitare mecanica, eforturi sau deformatii,

intr-o structura portanti sau element structural. In vederea folosirii in calcul, actiunile se schematizeazi in incarcari.
Astfel, prin incarcare se intelege reprezentarea pe baza unor conventii stabilite anterior a unei actiuni utilizate in calculul
structurilor.

Deoarece exista fluctuatii ale incarcarilor in functie de natura lor, normativele prevad cate o Incarcare de referinta
pentru diferite tipuri de actiuni, denumitd incarcare normata. Fata de aceasta, variabilitatea actiunii in sens nefavorabil
se preia in calcul prin coeficientii incarcarilor (n;), sau factorii de sigurantd, stabiliti pentru fiecare actiune, pentru diferite
stari limitd de normele de ramura specifice pentru tipul de utilaj. Modul de stabilire a incarcérilor este valabil pentru orice
tip de utilaj, excavator, buldozer, buldoexcavator, etc. functie de conditiile de lucru.

Valoarea de proiectare a unei sarcini F,, este determinata de:

F,=y,-y-F, (1)
unde: . - este factorul de sigurantd partial care este asociat cu sarcina de lucru

Fy este valoarea caracteristicd a sarcinii de lucru.

Pentru utilajele miniere sau cele destinate lucrarilor de infrastructurd conform DIN 22261-2, combinatiile de
sarcini sunt[2]:

H - Sarcina principald, inclusive greutatea proprie;

HZ- Sarcini principale si sarcini suplimentare;

HZS- Sarcini principale, sarcini suplimentare si sarcini speciale;

HZG - Sarcini principale, sarcini suplimentare §i sarcini limita.

iar valorile coeficientului de sigurantd y corespunzatoare acestora sunt date in tabelul 1.

Tabelul 1. Valorile coeficientului de sigurantd y
Caz sarcina H HZ HZS HZG

Coeficient de siguranta y 1,5 1,33 1,2 1,1

Diferitele tipuri de incércari pot solicita o structura metalica simultan sau alternativ. Pentru a {ine cont de
posibilitatea aparitiei simultane a mai multor actiuni, normele de proiectare prevad o serie de reguli pentru gruparea
acestora, functie de starea limita luata in considerare.

n
1,5 H,+1,33HZ &)
i=1
Prin stare limita se Intelege starea in afara careia structura nu mai satisface criteriile (cerintele) adoptate in cadrul
procesului de conceptie/proiectare. Starile limitd pot fi corespunzdtoare daca sunt satisficute o serie de conditii
concretizate prin constante de lucru. Aceste conditii pot fi (Vilceanu et al, 2022):
o Conditia de rezistentd: se considera ca piesa este corespunzatoare daca tensiunile efective o.f nu depasesc
anumite limite stabilite pe cale experimentala (rezistenta admisibila o,).
Conditia de rezistenta este de forma: Gef < Ga.
o  Conditia de rigiditate: se impune ca deformatiile pieselor sa nu depaseasca anumite limite stabilite prin
normative de ramura;
o Conditia de stabilitate: presupune faptul ca desi conditiile de rezistenta sunt satisfacute, la anumite valori
ale sarcinilor numite sarcini critice piesele isi pot pierde echilibrul stabil, ceea ce duce la distrugerea lor.
Conditia de stabilitate ale pieselor impune ca sarcinile efective sa fie inferioare sarcinilor critice.

2.2.Etapele analizei cu element finit la structurile portante

Orice structurd metalica portanta are un sistem geometric pe care este dispusa o structura de rezistentd, alcatuita
din elemente numite elemente de rezistenta ( bare, placi, invelisuri sau blocuri). Avand in vedere elementele care intré in
componenta structurilor de rezistentd, acestea pot fi grupate in (Vilceanu, 2018):

- structuri din bare (articulate sau legate rigid in noduri), cabluri;

- structuri alcatuite din placi, invelisuri;



- structuri mixte, alcatuite din bare, placi, invelisuri, cabluri.
Aceasta presupune schematizarea structuri si a elementelor de constructii componente ca forma, dimensiuni
geometrice, material constitutive si chiar neglijand unele elemente neportante.
Analiza structurala presupune parcurgerea urmatoarelor etape:
v’ preprocesare - construire model matematic cu elemente finite, incarcari, conditii de rezemare;

v’ regolvarea sistemelor de ecuatii: programul asambleaza si rezolva sistemul de ecuatii, calculeaza
valorile parametrilor caracteristici in interiorul elementelor;

v’ postprocesare: sorteaza si afisaza rezultatele,

Toate aceste etape pot fi schematizate in digrama din figura 2 (Vilceanu, 2018).
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Fig.2. Etapele analizei prin metoda elementului finit

Dat fiind faptul ca structurile utilajelor sunt structuri complexe mixte in special din bare (laminate sau cu sectiune
compusd), placi, cabluri au legaturi interioare §i exterioare, precum si complexitatea incarcarilor gi a comportarii
materialelor constitutive, analiza i proiectarea structurald se face pe un model structural simplificat (idealizat), figura 3.

elemente tip
cablu

elemente
de tip placa

*—__ clemente
de tip bara

Fig. 3. Structura metalica portanta, model simplificat

3. Studiu de caz — Analiza staticd a structurii portante a bratului roti portcupe
a excavatorului tip ERc 1400-30/7
Analiza utilizata este static liniara folosita in scopul de a determina starea de tensiuni si deformatii sub actiunea
unor combinati de incarcari din bratul roti portcupe a utilajului Erc 1400-30/7, figura 4 (Dinescu et al, 2019).




Bratul rotii portcupe este o structura spatial compusa din elemente de tip bara de diferite tipuri de sectiuni de tip
I, U laminate sau sectiuni laminate compuse de tip 2xU, 2xL, sau sudate cruce de Malta, sectiune T sudatd. Deasemnea
sunt folosite elemente de tip cablu, pentru ridicarea coborare, cablu WS $40-6 x36 zincat -S/Z. Toate aceste elemente au

Fig.4. Subansamblu brat roata portcupe a excavatorului tip ERc 1400-30/7

fost asignate pe modelul simplificat din figura 3, formand modelul matematic al bratului, figura 5.

Dupd asignarea elementelor structural se va efectua discretizarea structurii si asignarea constrangerilor pe

Fig.5. Asignarea elementelor structurale pe structura

structura realizata prin simplifiarea modelului real, figura 6.
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Fig.6. Discretizarea structuri brat roata portcupe

Incarcarile pe bratul roti portcupe vor fi (Vilceanu, 2018):

v’ Pe transportorul cu banda (Tabelul 2)

Tabelul 2. Incircirile pe transportorul cu banda

Valoare normata Factorul de Obs
. incércare
Nr. Denumire notatie Valoare il

1 Incarcarea proprie din | Self-weight Se determind 1.5@ -
elementele structurale | (LC1) automat de program

2 Incarcari role qg.i.sup 11,76 [KN] 1,1 Conf. DIN 22261-2
superioare (LC2)

3 Incircarea datorati gs [N/m] (LC3) | 0,571 [KN/m] 1.25@ Conf. DIN 22261-
covorului de banda 2.

4 | Combinatia Col 1.5 LCI+1.0 LC2+1,25 LC3
incarcarilor

(a) Se considera factorul de incarcarea mare, deoarece am luat in calcul depunerile de material pe covorul de

banda, pe structura portanta a transportorului si intreg ansamblu




v Incircari pe arborele rotii cu cupe din componentele permanente (Tabelul 3) (Vilceanu, 2018)

Cu incarcarile determinate se obtin cazuri de incarcare

LC si combinatiile CO1 pentru combinatia de Incarcare

cea mai defavorabild; CO2 combinatia in care sunt luate in calcul numai masele subansamblelor fard materialul de

incércare din cupe sau transportor, tabelul 4.

Tabelul 3. Incircirile pe arborele rotii cu cupe

Valoare Factorul de
Poz Denumire Normati Calculata incarcare Obs
[kg] [v]
1 | Greutatea proprie structrura Se determina automat de programu 15 Conf. DIN
’ 22261-2.
2 | Roatd cu cupe 27207 ~ 267 KN 1,1
3 | Cupdincarcatoare = 832 kg/buc x 9 buc. | 7488 73,46 KN x
4 | Cupi taietoare = 553 Kg/buc. X 9 buc. | 4977 48,82 KN ’
5 | Material in cupa incarcitoare 2310@ 2310x4 buc. X 9.81 = L1
90,64 KN ’
6 | Reductor actionare roatd cu cupe 34858® 273,565 KN 1,1
Tabelul 4. Cobinatiile cazurilor de incarcare
Cobinatia Descrierea incarcari
Col1 1.5*LC1 + LC2 + LC3 + 1.1*LC4 + 1.1*LC5 + 1.1*LC6 + 1.1*LC7 + 1.1*LCS8 + 1.1*LC9 +
1.1*LC10+ LCI2 + 1.1*LC13 + 1.1*LC14
CcO2 1.5*LC1 + 1.1*LC2 + 1.1*LC3 + 1.1*LC4 + 1.1*LCS5 + 1.1*LC6 + 1.1*LC7 + 1.1*LC9 +

L.I*LC10 + 1.1*LC13 + 1.1*LC14

» Analiza deformatiilor globale pentru combinatia COl, realizatd din suma cazurilor de incédrcare conform

tabelului 4, situatia cea mai defavorabila (figura 7).

CO1: 1,570 + LCZ + LG+ 1,1°L04 + 1.1°LES + 117G 7 1.17LG9 + 1.1°LG10 + LCIZ + 1171613 + 1.17LG14 Isomene
u

CO1: 1.5°LC1 +LC2+LC3 + 1.1°LC4 + 1.1°LC5 + 1.1°LC6 + 1.1°LC7 + 1.1°LCB + 1.1°1
u

2¢1 1"LC13 + 1.1°LC14
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Fig. 7. Deformatii ale structurii brat - roata portcupe

»  Analiza tensiunilor pentru combinatia CO1, in scopul stabiliri diagramelor tensiunilor pe elementele portante si



contravantuirile perete dreapta/stanga. Tensiunile care se determina este tensiunea echivalenta limita, care
reprezintd tensiunea echivalentd permisa pentru efectul simultan al mai multor solicitari simultane pentru un
elementul de tip bara, cu sistemul local de referinta XYZ (figurile 8 si 9).

Max Sigma-eqv: 72.49, Min Sigma-eqv: 0.00 [Nimm]

Max Sigma-eqv: 62.95, Min Sigma-eqv: 0.00 [N/mm?]

Tensiunea echivalenta perete stanga, grinzi portante Tensiunea echivalenta perete stanga, contravantuiri

Fig.8. Tensiunea echivalenta perete stinga

P

Max Sigma-eqv: 83.83, Min Sigma-equ: 0.00 [Nimm?]

Fig.9. Tensiunea echivalenta comparativa perete dreapta/stanga, grinzi portante

4. Concluzii

- Elaborarea modelului de calcul pentru o situatie data se poate face cu o libertate deplind, in care esentiale
sunt, ingeniozitatea si experienta utilizatorului. Supletea MEF asigura elaborarea cu foarte mare usurinta a
modelului de calcul si permite automatizarea acestui proces intr-o foarte mare masura;

- Pentru analiza utilajelor miniere de suprafata programul folosit trebuie sd poata genera o serie de tipuri de
elemente finite: elemente de tip bara/placa, elemente de tip rigid link sau elemente de tip bara rigida, sa
poata realiza pe deplin conectarea elementelor de tip bara-placa;

- Din analiza deplasarilor globale, figura7, peretele dreapta se deformeaza fata de peretele stainga producandu-
se o rotire a fatd de reazemul articulat;

- Din analiza tensiunilor echivalente a grinzilor portante, figurile 8 si 9, grinda superioara perete dreapta este
cea mai puternic tensionata.

- Din analiza tensiunilor echivalente a contravantuirilor perete dreapta/stinga, contravantuirile peretelui
dreapta sunt mai solicitate, existand aproximativ o simetrie a tensiunilor pe barele contravantuirilor.
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Rezumat

in stadiul actual de dezvoltare a stiintei si tehnicii privind cresterea preciziei de masurare a diverse marimi fizice,
omologarea rezultatelor unor probe si recorduri sportive implica o deosebita atentie in scopul evitarii comiterii unor erori
inadmisibile. In lucrare se fac referiri la o anumiti categorie de probe sportive si anume la compararea rezultatelor la
probele de aruncari, probe care fac parte din categoria probelor de teren.

Cuvinte cheie
Proba sportiva, validare

1. Introducere

Atletismul este unul din cele mai populare sporturi din lume. Este o ramura sportiva care cuprinde diverse probe
de alergari si de mars, de sarituri si aruncari, sau probe combinate, la care participa atletii.

Cagtigatorul in competitie atletism este considerat a fi un concurent sau echipa cu cel mai bun record in cursa
finala a incercarilor finale sau discipline tehnice.

Aruncarile sunt actiuni motrice stilizate, care urmaresc proiectarea prin aer a unui obiect special conceput (greutate,
disc, sulita, ciocan, minge mingea de oind), la o distanta cat mai mare, in concordanta cu prevederile regulamentului de
desfasurare al probelor, care precizeaza: forma, dimensiunea si greutatea obiectelor; modul de tinere a obiectului (priza)
si a miscarilor efectuate; dimensiunea suprafetelor de elan si a zonelor de receptie.

Valoarea rezultatelor in probele de aruncéri depinde de: nivelul calitatilor motrice dominante: forta maxima, forta
exploziva, viteza de executie si capacitate de accelerare; gradul de coordonare tehnica, care sa asigure un angajament
maxim de forte, in minimum de timp; structura somatica, exprimata prin robustete, bazata pe talie si greutate mare, iar
pentru disc si sulitd si anvergura bratelor.

Dupa modalitatile de aplicare ale fortelor de aruncare asupra obiectului aruncarii, distingem trei tipuri de actiuni
specifice asupra acestora:

- tip Tmpingere — greutate, unde forta aruncatorului este exercitatd asupra obiectului sub forma unei presiuni
rectiliniare orientate dinapoi spre inainte si de jos in sus;

- tip azvarlire — minge mica de oina si sulita, in care forta aruncatorului este aplicatd asupra obiectului sub forma
unei tractiuni pe deasupra umarului pe o traiectorie rectiliniard orientata dinapoi spre Inainte si de jos in sus;

- tip lansare — disc si ciocan, caracterizate de transmiterea fortei aruncatorului asupra obiectului de aruncat sub
forma unei tractiuni prin lateral, pe o traiectorie curbilinie cu o mana (disc) ori cu doud méini (ciocan), orientata dinapoi
spre Tnainte si de jos in sus.

Forta aruncétorului imprima obiectului de aruncat o traiectorie de forma parabolicd, ce determina caracteristicile
de inaltime si de lungime a aruncarii.

La toate probele de aruncari, obiectul este proiectat in aer pe o traiectorie asemanatoare unei parabole, la care, din
cauza rezistentei aerului si a fortei de gravitatie, partea finala, descendenta, este mai scurta si mai inclinata.

2. Aspecte privind aruncirile atletice

Familia aruncarilor atletice, probe din categoria probelor de teren, se compune din patru probe de aruncari:
aruncarea greutatii, aruncarea discului, aruncarea sulitei si aruncarea ciocanului. In functie de modalitatea concreta in
care se realizeaza gestul motric specific, aruncérile atletice se pot imparti in doud mari categorii:

Aruncari dominant in rotatie - aruncarea discului aruncarea ciocanului si aruncarea greutatii (procedeu prin rotatie).
in aceste probe de aruncare, traiectoria materialului va fi rezultatul componentei tangentiale a fortei centrifuge ce se
exprima in momentul in care materialul pardseste mana aruncatorului. Pentru ca aruncarea sa fie centrata in raport cu
zona de receptie, materialul de concurs ar trebui sa paraseasca mana aruncatorului imediat ce aceasta depaseste diagonala
care Imparte zona de elan (cercul de aruncare) in jumatatea anterioara a cercului de aruncare (jumatatea cea mai apropiata
de zona de elan) si jumatatea posterioard a cercului de aruncare (jumatatea opusa zonei de receptie, jumatate prin care
regulamentul obliga atletul sa iasa din cerc dupa efectuarea aruncarii).

Arunciri dominant in translatie — aruncarea sulitei si aruncarea greutatii (procedeu clasic). in aceste probe,
actiunile aruncatorului sunt efectuate preponderent in plan sagital (dinspre Tnapoi inspre inainte) implicand cé sprijinul,
actiunile motrice si materialul sa raimana si sd actioneze cat mai aproape de acest ax.
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Termenul de dominant este utilizat deoarece toate aruncarile atletice fac apel in mod normal fie la miscarea de
rotatie, fie la miscarea de translatie, fiecareia dintre cele doua actiuni corespunzandu-le cate o aruncare cu material usor
si una cu material greu.

Factori interni care conditioneaza lungimea unei aruncéri sunt viteza initiala cu care materialul de concurs
paraseste mana aruncétorului, unghiul de eliberare a materialului, inalt{imea punctului de eliberare a materialului.

Viteza cu care materialul de concurs paraseste mana aruncatorului (poarta si numele de viteza initiald) reprezinta
factorul intern (care depinde de vointa, posibilitatile fizice si tehnice ale sportivului) cel mai important in stabilirea
lungimii unei aruncari. Aceastd viteza este conditionatd de o serie de factori, cum ar fi: cantitatea de forte mobilizate
pentru efectuarea aruncdrii, calitatea fortelor mobilizate pentru efectuarea aruncarii, orientarea fortelor mobilizate pentru
efectuarea aruncarii, inlantuirea fortelor aplicate pentru efectuarea aruncarii, durata de aplicare a fortelor.

Unghiul de eliberare a materialului reprezinta al doilea factor ca importanta in stabilirea lungimii unei aruncari.

In raport cu ceilalti doi factori analizati (viteza de lansare a materialului si unghiul de lansare), inaltime punctului
de la care materialul paraseste mina aruncatorului, reprezinta factorul cu cea mai mica influenta asupra lungimii aruncarii.

Concluzionand, viteza initiald si unghiul de lansare raman factorii interni ce pot influenta in mod substantial
lungimea unei aruncari, indltimea punctului de eliberare a materialului ramanand un element care prin el nsusi nu poate
aduce modificari semnificative in lungimea traiectoriei materialului.

Ca factori externi sunt fortele acrodinamice reprezentate de vantul real si vantul relativ, forta de frecare, atractia
gravitationald, energia potentiala (forta cu care ori ce corp este dotat in situatia In care se gaseste pe o traiectorie oarecare
si suporta forta atractiei gravitationale).

in cazul aruncarilor cu material cu caracteristici planoare, aruncarea sulitei si aruncarea discului, alte cateva
elemente pot intra in discutie atunci cand vorbim despre lungimea unei aruncari.

Unghiul de incidenta, reprezinta pozitia pe care materialul il ia in raport de directia traiectoriei centrului sau de
gravitate.

Deschiderea laterala, reprezinta distanta laterald pe care o va lua materialul in raport de directia sa de zbor
(esentiala n cazul aruncdrii discului si a aruncarii sulitei, nula in cazul aruncarii greutatii i a aruncarii ciocanului. (datorita
sfericitatii materialului)

Stabilitatea giroscopica, reprezinta efectul miscarii de rotatie imprimata in final materialului de concurs si care
permite stabilizarea acestuia pe traiectoria de zbor. Foarte importanta 1n aruncarea discului si partial In aruncarea sulitei,
inexistenta in cazul aruncarii ciocanului si al greutatii.

3. Compararea si omologarea performantei

Actualmente privind cresterea preciziei de masurare a diverselor marimi fizice, omologarea rezultatelor unor probe
si a unor recorduri sportive implica o atentie deosebita in scopul evitarii comiterii unor erori.

In cele ce urmeazi ne vom referi la aspectele mecanice, si anume la acceleratia gravitationald, la o anumiti
categorie de probe de concurs atletic, din categoria probelor de teren, care privesc aruncarea diferitelor corpuri ca: ciocan,
disc, sulita etc., care pot fi tinute in localitati situate pe latitudini diferite si la diferite altitudini fatd de nivelul marii
(nivelul de referinta).

Consideram, de exemplu, cazul aruncarii unui corp greu cu o vitezd initiala vo sub un unghi a fatd de planul
orizontal, care este in acelasi timp si planul terenului pe care se face aruncarea.

Neglijand factorul extern de rezistenta a aerului, distanta la care cade corpul aruncat fatd de punctul de lansare

este:
V2
L =-"sin2a, (1)
g
in care g este acceleratia gravitatiei terestre in locul respectiv. Presupunand ca vo si a sunt constante, rezulta ca:
C .
L=—, C=v; sin2a = const., )
g

Eroarea relativd de masura comisa asupra lui L rezulta din (2):
o AL AC N Ag

) 3
Tt (3)
Tinand seama cd AC = 0, din (3) rezulta cé eroarea absolutd de masura a lui L este:
A
AL=L=%, )

g
In (4) Ag reprezinta eroarea absoluti de masura asupra lui g si care de fapt este variatia acceleratiei gravitationale
datorita variatiei altitudinii sau latitudinii.
Sa consideram mai intdi Ag (si deci si 4L) ca functie de altitudine. Pentru aceasta vom porni de la relatia care
exprima legea atractiei universale:

mM
G, =mg, =K——, 4)

p
0

in care gy reprezintd valoarea acceleratiei gravitationale la suprafata Pamantului considerat de forma sferica cu raza ry, m

- masa corpului aruncat, M - masa Pamantului, iar K - constanta atractiei universale.




Aceeasi lege scrisa pentru r > ry conduce la:
mM
G= mg = K r—z 5 (6)
Daca r = ryp + h in care & reprezinta altitudinea la care se afla corpul considerat fatd de nivelul marii (nivelul de
referintd), prin compararea (5) cu (6) rezulta:

iz(ﬁj . g:go(r_oj, ()
gO r r

Deoarece 4° ] 7; relatia (7) devine:

2
g= & TS { R £o ~_ 0 unde n =0 (8)
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De asemenea, deoarece 4h” [1 17, relatia (8) se mai poate scrie si sub forma:

2h
1—% 2 [1—

2
T j 2
g=—28 _ & __h_ > ;go(l—z—h], unde [%j =%;o, )
1+2h/7, 1_‘_27}! 1_% 1_ 2h A I 7
% N %

Din (9) determinam Ag:
280 Ag_2h

Ag=g,-g= (10)
N g h
Daci se considerd & = [ km, avand in vedere ci 7, = 6370km din (10) rezultd Ag /g =3,1-10".
Revenind la relatia (4) in care ludm g = gy, avem:
A,
AL=L25-31.10"L, (11)

g

Daca seia L = 100 m, rezulta AL = 3,1 cm.

Aceasta inseamna ca variatia distantei L la care este aruncat corpul, datoritd variatiei acceleratiei gravitationale in
functie de altitudine, este mai mare ca eroarea absoluta de masurare a distantelor la concursurile sportive si care, la ora
actuala, este de 1 cm.

Ca urmare, rezultatele obtinute la concursurile sportive de aruncare a greutatilor, tinute in localitati situate la
aceeasi latitudine, insa la altitudini diferite fatd de nivelul marii (nivelul de referintd) nu sunt comparabile intre ele, daca
diferenta de altitudine intre localitati este mai mare de circa 320 m.

Pentru a putea compara doua distante de aruncare, a aceleiasi greutati, L si Ly este necesar ca acestea sa fie raportate
la acelasi nivel de referinta (nivelul marii):

e Ay o (12)

g & 8o

A treia ecuatie din relatia (12) ne permite sd determindm distanta Lo la care ar fi aruncat corpul la nivelul marii
(nivelul de referintd) unde acceleratia gravitatiei terestre este go, in functie de distanta L la care este aruncat corpul cu
aceeasi viteza initiald vy si sub acelasi unghi a fatd de planul orizontal, intr-o localitate situata la o altitudine /4 fatd de
nivelul marii si unde acceleratia gravitatiei este g.

Sa luam acum in consideratie si influenta latitudinii 4, a locului unde are loc concursul sportiv, asupra distantei la
care cade un corp aruncat cu aceeasi viteza initiald vy si sub acelasi unghi a fatd de planul orizontal, daca altitudinea
locului /2 = 0, adica la nivelul de referinta (nivelul marii).

Se poate utiliza in acest scop relatia cunoscuta:

g=g,(1-kcos’ 1), (13)
in care k=3,46-10" este un coeficient numeric, gy — acceleratia gravitatiei terestre la nivelul marii si la ecuator (
g, 19,8m/s*), Pimantul fiind considerat sferic, in miscare de rotatie in jurul axei polilor, iar g — acceleratia gravitatiei

terestre la nivelul marii si la latitudinea 4 > 0.
Din (13), avem:

g 1+kcos® A )
= . =g(l+kcos” 1), 14
£o l-kcos* A 1+kcos® A g( ) (14
sau:
g, =g+Ag, Ag, =gkcos’ 1, (15)

Revenind la relatia (4) si tinand seama de ecuatia a doua din relatia (15), avem:



A
AL=L-L,=L"8 =Lkcos> A, (16)
g
Daca A = 45°din (16) rezulta:

AL:3,46~10'3-%~L=l,73~10'3L, (17
in sfarsit, dacd in (17) ludm L = 100 m, rezultatul este AL = = 0,173 m = 17,3 cm. Aceasta Inseamna ca variatia

distantei la care cade un corp lansat cu aceiasi viteza initiala, sub acelasi unghi fatd de planul orizontal, in doua localitati
diferite, situate la nivelul marii (acelasi nivel de referintd), insa la latitudini diferite 1o = 0 si A = 45° este mai mare decéat
eroarea absolutd de masurare a distantelor la probele sportive si care este de / cm. Deci rezultatele probelor sportive de
aruncare a diferitelor corpuri: ciocan, disc, sulita etc. in astfel de localitati nu sunt comparabile.

Concluzii
Rezumand rationamentele expuse trebuie sa retinem in final cd, pentru a compara si omologa recordurile
referitoare la distantele la care sunt aruncate diferite corpuri la concursuri sportive desfasurate in localitati cu altitudini si
latitudini diferite, este necesar ca distantele de aruncare sa fie raportate la altitudinea 2 = 0 si latitudinea 4 = 0 (sau in
orice caz la aceeasi altitudine si latitudine).
Raportarea distantelor respective la # = 0 si A = 0 Inseamna calculul acestora la nivelul marii (nivelul de referinta)
si la ecuator.
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Rezumat
In lucrare sunt prezentate cateva exemple de curbe de origine mecanica, obtinute prin rostogolirea unei curbe de-
a lungul alteia.

Cuvinte cheie
Cube, origine, mecanica.

1. Introducere

Intuitiv, curbele nu sunt altceva decdt deformari ale unor drepte. Pot fi gandite, prin urmare, ca fiind obiecte
“unidimensionale”. Suntem familiarizati, deja, cu unele dintre ele din matematica elementara, deoarece, desigur, graficele
de functii pot fi considerate ca fiind curbe, din acest punct de vedere. Pe de alta parte, de regula, curbele nu sunt grafice.
Este suficient s ne gandim la o elipsa sau, in particular, la un cerc. Pe de alta parte, putem reprezenta coordonatele
fiecarui punct de pe o curbd ca functii de un parametru real. Dupa cum vom vedea, aceasta este, de obicei, cea mai
convenabila modalitate de a reprezenta, local, o curba.

De multe ori am considerat ecuatii de forma:

y:f(x) sau x=g(y), (1)
si am studiat curba lor corespunzatoare. O astfel de forma de prezentare a curbei, cand una dintre coordonatele unui punct
curent al ei este data sub forma unei functii explicite (uniforme) de cealalta coordonata, se numeste explicita. Ea se bucura
de anumite proprietdti de simplitate; orice altd forma sub care este datd curba - intr-un anurnit sens - poate fi redusa la
aceasta.

in legatura cu functiile implicite putem de asemenea vorbi de forma implicita sub care este dati curba, adica de
definirea unei curbe printr-o ecuatie de forma:

F (x, y) =0, 2)
nerezolvatd nici in raport cu x, nici in raport cu y. O astfel de ecuatie poartd numele de ecuatie implicita a curbei.
In sfarsit, ecuatiile de forma:
x=p(1), y=y (1), (3)
care stabilesc dependenta coordonatelor curente ale unui punct de un anumit parametru ¢, definesc de asemenea o curba
in plan. Ecuatiile de acest fel se numesc parametrice; ele dau forrna parametrica de definire a curbei.

In concluzie, curba este locul geometric al punctelor, care verifica, o relatie analitica de forma (1), (2) sau (3) - in
ipoteza continuitatii functiilor care intervin in ele si a derivatelor lor.

2. Curbe de origine mecanica

in continuare vom enumera cateva exemple de curbe in plan, de origine mecanica, obtinute prin rostogolirea unei
curbe de-a lungul alteia. in cele ce urmeazi, vom considera exemplele de curbe definite in coordonate rectangulare si in
coordonate polare.

Cicloida.

Ne inchipuim ca pe dreapta Ox (fig. 1) de la
stanga la dreapta se rostogoleste fara alunecare un cerc
de raza a cu centrul in 4. Curba descrisa de un punct
oarecare al circumferintei se numeste cicloida.

Sa ludam de exemplu drumul punctului O in
timpul unei singure rostogoliri a cercului.

Consideram cercul care se rostogoleste intr-o
pozitie diferitd de cea initiala. Punct de contact va fi
acum un alt punct, N; astfel pe dreaptd punctul de
contact s-a deplasat cu distanta ON. In acelasi timp Fig. 1. Cicloida
punctul O s-a deplasat 1n pozitia M, descriind pe circumferinta cercului, arcul NM. Deoarece rostogolirea se efectueaza
fara alunecare, aceste drumuri vor fi egale:
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NM =ON, )

Daca alegem acum ca parametru care sa defineasca pozitia punctului, [ # =[] NDM , unghi cu care s-a rotit raza

fatd de pozitia sa initiala verticala AO cu raza la un moment arbitrar, atunci coordonatele x si y ale punctului M se exprima
in modul urmator:

x=0OF =ON —FN = NM - MG = at —asint
y=FM = NG=ND—-GD =a—acost ’

Astfel, ecuatiile parametrice ale cicloidei sunt de forma:
x=a(t-sint), y=a(l—-cost), (6)

Prin variatia lui 7 de la -oo la +oo se obtine curba formata dintr-o infinitate de ramuri de tipul celei desenata in figura

6))

Deoarece derivatele partiale
x/ =a(l-cost), y =asint, (7
se anuleaza simultan pentru ¢t = 2kz (k = 0, £ 1, + 2, ...) aceste valori ale parametrului definesc punctele singulare ale
curbei.
Dar:
; Y, sint

t
Vo= E————=cg o, ®)

X, l-cost =2

astfel ca de exemplu pentru ¢ — £0 (sau pentru x — £0 ) derivata y tinde citre oo; evident ca in origine ca si in celelalte

puncte singulare, tangenta este verticald; ne aflam in fata unor varfuri (puncte de intoarcere).
Daca punctul ce descrie cicloida se afla in interiorul cercului generator care se rostogoleste cicloida se numeste
cicloida scurtata (fig. 2); daca punctul se afld in afara, cercului generator cicloida se numeste cicloida alungita (Fig. 3)
Cele trei cicloide se pot observa la miscarea rotii unui tren, roata este formata din trei parti, fiecare parte descrie
cate o cicloidd de un anumit tip.

Fig. 2. Cicloida scurtata Fig. 3. Cicloida alungita

Epicicloida si hipocicloida.

Daca un cerc se rostogoleste fara alunecare pe exteriorul unui alt cerc, curba descrisa de un punct arbitrar al cercului
care se misci, se numeste epicicloidd. In cazul in care rostogolirea se face in interior, obtinem hipocicloida.

Vom stabili ecuatia primei dintre aceste curbe. p, .

Alegem centrul axelor de coordonate in centrul O al cercului fix, si e
ducem axa Ox prin pozitia 4 a punctului urmarit, in care el este punct comun / N
ambelor cercuri (fig. 4). Cand cercul mobil are o altd pozitie, ardtatd pe /
figura, punctul 4 trece in M. Locul geometric al punctelor M este curba ! 4
cautata. Y,

Notam prin a raza cercului fix si prin ma - raza cercului care se _INA
rostogoleste. Sa alegem ca parametru unghiul ¢, ([ # =00 MCB), dintre raza e L — T~ 4"
CM, care uneste centrul cercului care se rostogoleste cu punctul considerat /’ &
de pe circumferinta lui, si raza CB dusa in punctul de contact. La Inceputul /
miscarii presupunem acest unghi egal cu 0.

Intai sa observim cum se manifesta aici absenta alunecirii. Arcul 4B \ J
descris de punctul de contact pe cercul fix trebuie sa fie egal cu arcul MB, Y /
descris de punctul de contact pe circumferinta care se rostogoleste: N P

a-0 AOB = ma-[0 MCB = mat =

3 : ©)
de unde AOB = mt

Sé exprimam acum coordonatele x si y ale punctului M prin ¢. Avem
x=0G = OE + FM =(a+ma)cos mt +masinl] FCM , 9)

Fig. 4. Constructia epicicloidei

dar
0 FCM =0 BCM —[1 OCE si DOCEz%—mt, (10)

astfel ca:



DFCM=(1+m)t—% si sinl) FCM =—cos(1+m)t, (11)

Rezulta expresia finala:
x:a[(1+m)cosmt—mcos(l+m)t], (12)
in mod asemanitor obtinem:
y:a[(l+m)sinmt—msin(l+m)t], (13)
Aceste ecuatii dau reprezentarea parametricd a epicicloidei.
Cand cercul care se rostogoleste ajunge din nou in contact cu cercul fix in acelasi punct al sau, atunci de la inceputul
miscarii (adica pentru (¢ = 2z), punctul M descrie o ramura a curbei.

Prin rostogolirea mai departe punctual M va descrie urmatoarea ramurd, asemanatoare cu prirna, si agsa mai departe.
Derivatele partiale:
x, =—m(m+1)a[sinmt—sin(l+m)t:| 4%

y/ =m(m+1)a[ cosmt—cos(1+m)t ] ’

se anuleaza simultan pentru ¢t = 2 kz (k = 0, £ 1, ...) adica de £piciclode

fiecare datd cand punctul considerat de pe cercul in miscare .

devine punct de contact. Punctele considerate ale curbei se
Aici m reprezintd de asemenea raportul dintre raza

(15)

g

&

numesc varfuri (puncte de intoarcere).
In cazul hipocicloidei, in mod aseminitor se obtin
urmatoarele ecuatii parametrice:
x= a[(l—m)cosmt+mcos(1—m)t]
y= a[—(1—m)sinmt+msin(1—m)t] ’
rda
cercului care se rostogoleste si raza cercului fix. Se observa
usor ca aceste ecuatii se obtin din ecuatiile epicicloidei
schimbénd m prin - m. Hypoeicloide

In figura 5 sunt reprezentate epicicloidele, cores-
punzatoare lui m = 1, 2, si 1/3, si hipocicloidele corespunza-
toare lui m = 1/3 si 1/4, in ultima fiind rcunoscuta astroida.

Evolventa cercului.

Sa presupunem acum ca pe cercul descris din centrul O cu raza a este desfasurat in sensul acelor de ceasornic un
fir; presupunem extremitatea acestui fir in punctul 4. Sa depandm (in sens contrar acelor unui ceasornic) acest fir
intinzandu-1 pe cerc de fiecare datd pana la sfarsitul sdu. Curba descrisd de aceastd extremitate a firului se numeste
evolventa cercului.

Luam originea axelor de coordonate in punctul O (fig. 6) si ducem axa Ox prin punctul 4. Cand vom depana partea
AB a firului, ea va avea pozitia BM, pe tangent la cerc, si punctul 4 trece in M. Astfel, 4B = BM. In rolul parametrului
ludm unghiul [1 ¢t =0 AOB dintre razele OA si OB. Coordonatele x, y ale punctului M se exprima in modul urmator:

Fig. 5. Epicicloide si hipocicloide

x=DC-DO = BF - DO = BM sinl1 BMC — OB cos[l DOB , (16)
dar x=BM =4B = at, si UBMC si [0 DOB suntegale cun— ¢, astfel ca: -4
x=atsin(r—t)—acos(w—t)=a(tsint+cost), (17)
Mai departe:

y=CM =CF+FM =DB+FM =

18
= OBsinll DOB+ BM cos!] BUC = a(sint—1cost) (18)

Astfel curba noastra admite urmatoarele ecuatii parametrice:
x=a(rsint+cost), y=a(sint—zcost), (19)

Unicul punct singular se otine pentru valoarea ¢ = ( pentru care se
anuleaza ambele derivate partiale:
x/ =atcost, y =atsint, (20)

Sunt cazuri in care reprezentarea parametricd decurge natural din insasi
definirea curbei. Considerdm ca exemplu linia elicoidala. Ea poate fi obtinuta in Fig. 6. Evolventa cercului
felul urmator. S& presupunem ca un anurnit, punct A, aflat initial in 4 (fig.
7), se roteste uniform n jurul axei Oz (de exemplu in sensul acelor unui ceasornic) si in acelasi timp suferd o miscare
de translatie uniforma paraleld cu aceasta axa (s@ zicem in sensul pozitiv). Traiectoria punctului M se numeste linie
elicoidala. Ca parametru care defineste pozitia punctului M se poate lua unghiul ¢, format de proiectia OP a segmentului
OM cu axa Ox. Coordonatele x si y ale punctului M vor fi aceleasi ca si ale punctului P adicd x =a cos tsiy = a sin t,
unde a este raza cercului descris de punctul P. In ceea ce priveste deplasarea pe verticala efectueaza uniform), adica z =
z, ea este proportionald cu unghiul de rotatie ¢ (deoarece si translatia si rotatia se ct. Ecuatiile parametrice ale



liniei elicoidale, dupd cum rezulta, sunt:
X=acost, y=asint, z=ct., (21)

Linia elicoidald obtinutd se numeste stangd; pentru un sistem de axe de
coordonate orientat direct, aceleasi ecuatii definesc o linie elicoidala dreapta.

Din ecuatiile (21) parametrul ¢ se elimind usor si se trece astfel la forma
explicitd; de exemplu scotand ¢ din ultima ecuatie si inlocuind valoarea sa in primele
doua, obtinem:

x:acosi, y:asini, (22)
c c

In multe cazuri se obtin simplificari daca se considera curbele definite prin
ecuatii polare, care stabilesc legatura dintre coordonatele polare curente, , 6 ale unui
punct al curbei.

Fig. 7. Linia elicoidala

Unghiul polar 9 este masurat de la axa polara, considerand directia ei pozitiva, in sensul acelor unui ceasornic.
Raza vectoare polara r poate fi atat pozitiva cat si negativa; in primul caz ea masoara distanta pe directia definitd de
unghiul 0, si in al doilea pe directia contrara.

Ca si 1n cazul coordonatelor rectangulare, si aici dependenta dintre 7 si € poate fi datd in forma explicitd, implicita
sau parametrica.

Ne vom opri mai ales la cazul simplu, cand curba este definita printr-o ecuatie explicitd de forma r = f(6).
Daca se trece la coordonate rectangulare, ludnd ca de obicei polul ca centru al axelor de coordonate, si axa polard ca axa

Ox, ecuatiile:
x=rcos@=f(0)cosf, y=rsinf=f(0)sind, (23)

dau forma parametrica, a curbei, in care rolul parametrului va fi jucat de unghiul polar 8. Functiile obtinute aici, de
variabila 6, impreuna cu f, sunt continue si au derivate continue.
Formulele:
x, =r,cosf—rsinf
24)
L ; (
Yy =¥, sin@+rcosd

aratd, ca punct singular se intalneste doar in cazul cdnd r =7, =0.

Vom considera 1n continuare un exemplu.

Spirala lui Arhimede: r = a6 (fig. 8). se reduce la forma r = a6.

Aceasta curba poate fi considerata ca traiectorie a unui punct
care se misca uniform pe o raza care trece prin pol, In timp ce aceasta
raza se roteste uniform in jurul polului. Pentru a construi punctele 4,
B, C, D, ... apartinand curbei, ludm pe verticala OA = a (n/2) si apoi
ludm OB = 2 OA4, OC = 3 OA, OD = 4 OA etc. pe drepte care fac
unghiurile corespunzatoare 2n/2, 3n/2, 47/2, etc.

Cand unghiul 6 variaza de la 0 la o se obtin infinit de multe
ramuri ale curbei OABCD, DEFGH, ...; distantele dintre ramurile
vecine masurate pe raza sunt egale cu 2za.

Unghiul @ poate primi si valori negative, de la 0 la -oo. Atunci
se obtine cea de-a doua parte a curbei OAB'CD’..., construita punctat;
aceasta este simetrica cu prima.

Observam ca ecuatia r = a + b reprezinta de asemenea spirala
lui Arhimede daca se ia axa polara cu unghiul o= -b/a, aceastd ecuatie

Fig. 8. Spirala Iui Arhimede

Concluzii

Teorema proiectiilor demonstreaza pe cale cinematica rigiditatea unui solid, aceasta teorema este utilizata pentru
si determinarea distributiei de viteze in miscarea plan-paraleld. Teorema coliniaritatii extremitatilor vectorilor viteza a
trei puncte coliniare foloseste la studiul vitezelor in miscarea plan-paralela.
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